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Following Ax’s method a lower bound for the p-adic rank of the group of units in 
the general case of a Galois number field over the rationals is given. In some 
nontrivial special cases the result gives Leopoldt’s conjecture. The same method is 
also applied to the case of p-units. 0 1984 Academic Press, Inc. 
I. INTRODUCTION 
Soit k un corps de nombres, E le groupe des unites de k, p un nombre 
premier, T la famille des places de k au-dessus de p. Pour chaque place u 
dans T, k, designera le complete de k en u et 4, le plongement nature1 de k 
dans k,. On note ,!? l’adherence de I’image de E dans nUET k, par le 
plongement @ = n UE r 6,. Grace au logarithme p-adique, @ est muni d’une 
structure de Z,-module et on appelle rang p-adique du groupe des unit& le 
rang sur Z, de E. On le disignera par rp. Si r est le rang sur Z de E, on a 
clairement: rP < r. La conjecture de Leopoldt est que rP = r. 
Les premiers rlsultats dans ce sens ont ItC donnis par Ax [ 11. Sa methode 
repose sur l’ttude de E comme representation du groupe de Galois de k sur 
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Q (dam le cas galoisien) et sur un thioteme de transcendance. Dans ce 
m&me article, il montre que la demonstration dune certaine conjecture sur 
l’independance lineaire sur le corps des nombres algebriques de logarithmes 
p-adiques de nombres algebriques entrainerait la preuve de la conjecture de 
Leopoldt dans le cas on k est abelien sur Q. C’est ce que fit Brumer [ 3 ]. La 
conjecture de Leopoldt est ainsi verifiee pour les corps abeliens sur Q ou sur 
une extension quadratique imaginaire de Q pour tout nombre premier p. 
11 existe peu d’autres exemples oti la conjecture de Leopoldt est verifiee 
(cf. Miki 191, Gillard [5], Bertrandias et Payan [21]). Ces auteurs 
construisent des corps ou, pour certains nombres premiers p, la conjecture de 
Leopoldt est verifiee. (Notons que le corps do& en exemple dans [2] est, en 
fait, une extension abelienne d’un corps quadratique imaginaire et done entre 
dans le champ d’application du theoreme de Brumer). 
Nous reprenons ici la methode d’Ax dans le cas d’une extension 
galoisienne de Q et nous montrons une minoration du rang p-adique du 
groupe des unites. Nous donnons un exemple oti cette minoration entraine la 
conjecture de Leopoldt. Enfin, la meme methode s’applique a d’autres 
situations et permet de donner par exemple une minoration du rang p-adique 
des p-unites (cf. 16, 8, lo]). 
II. UN LEMME SUR LES REPRlhENTATIONS D’UN GROUPE FIN1 
On note C, le completi de la clbture algebrique de Q,. Soit G un groupe 
fini. On note C,[G] l’algebre du groupe G a coefficients dans C,. Soit X un 
C,[G]-module a gauche, de dimension finie sur C, et soit A un sous-espace 
vectoriel de X sur Q, la cloture algebrique de Q, de dimension finie sur Q, et 
stable par l’action de G. Soit x l’adherence de A dans X. Soit enfin S 
l’ensemble des caracteres irrdductibles de G qui interviennent dans la dtcom- 
position de A. 
LEMME 1. dimcpx> AXES degh9. 
DPmonstration. x est un espace vectoriel de dimension tinie sur C,, 
stable par l’action de G. A tout caractere x de G on peut associer 
de&d c =- y x(0-1)0. 
X 
IGI U‘ZG 
Le caractere x intervient dans la decomposition de A (resp. x) si et 
seulement si cx . A # 0 (resp. cx . A# 0). Or il est clair que 
c,-A#Ooc,d#O. 
Toutes les representations irreductibles intervenant dans A interviennent 
dans A. D’oti, en particulier, le resultat annonct. 
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111. LE GROUPE DES UNIT& D’UN CORPS DE NOMBRES 
Les notations sont celles de l’introduction. Pour decrire E comme 
representation, nous allons distinguer entre deux cas. 
1. k est totalement Gel, galoisien sur Q ou k est une extension galoisienne 
d’un corps quadratique imaginaire k,. Soit d le degre de k sur Q (resp. sur 
k,) et G = Gal(k/Q) (resp. G = Gal(k/k,)). Considerons l’espace RG. Un 
element x de RG aura ses coordonnles index&es par G: x = (x,JoEG. 
L’homomorphisme e -+ (log la(e)l),cG de E dans RG induit un 
homomorphisme injectif de E/p dans RG, oti fi est le groupe des racines de 1 
dans k, et l’image de E est un rlseau de l’hyperplan CoEG x, = 0, que l’on 
notera H. On peut Cvidemment etendre cette fltche en un isomorphisme 
RG est naturellement muni de la representation reguliere rG de G. Ainsi 
H N rG - 1 G, ou 1 G dlsigne la representation triviale sur G. Par ailleurs E est 
muni de facon evidente d’une action de G, qu’on &end par linearitl a E @ R. 
Pour ces actions de G, B est un G-isomorphisme. 
Z 
Si on designe par x un caractere irreductible sur Q quelconque de G et V, 
la representation correspondante, on aura la decomposition: 
E @ Q- @ degk). VX. 
2 X#IG 
2. k est galoisien sur Q, totalement imaginaire. On note G = Gal(k/Q) 
et 2d = [k; Q]. Soit c une conjugaison complexe de k. Soit u, ,..., cd des 
representants des classes i droite de G modulo { 1, c}. Soit ,D le groupe des 
racines de 1 de k. On a un plongement: 
Rd en tant que representation de G est cette fois-ci la representation de 
permutation des classes a droite de G modulo { 1, c}. On trouve: 
E @ R = Ind~,c,(ltl,cJ - ‘G’ 
Z 
On aura la decomposition: 
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la somme &ant &endue aux caracteres irriductibles non triviaux de G, les 
multiplicitts n, &ant donnees par: 
n,= (Ind~,,,,(l,,,,,),X)G = (lllsc)y R~s?~,,,&.~~ 
n, = ifi +x(c)) < de&). 
3. Application du Lemme 1. On se place dans un des cas (1) ou (2) (les 
notations sont conservees). On remplace ici E par E”’ 
E”’ = (e E E; Vv place tinie de k divisant p, le - 1 ll. < 11. 
On regarde l’espace X = CE , muni de l’action naturelle de G: 
u E G, 4’ = (Y&i E x u .Y= (YTOLG 
k est suppose plonge dans C,. On a un G-morphisme 
0,: E”’ + X 
e-, (log, =h. 
dont le noyau est le groupe des racines de 1 contenues dans I?“. On sait que 
rP est le rang sur C, de l’espace vectoriel engendre par OP(EC1)). 
LEMME. 2. 0, ?&end en un G-morphisme injectif de E”’ oz q dans X. 
Dkmonstration. C’est une consequence immediate du theoreme d’in- 
dependance lineaire sur Q de logarithmes p-adiques de nombres algebriques. 
(cf. Brumer 131). 
THBOR~ME 1. Soit k un corps de nombres galoisien sur Q (resp. sur un 
corps quadratique imaginaire k,) et soit G = Gal(k/Q) (resp. 
G = Gal(k/k,)). Soit S la famille des caractzres irrkductibles de G qui 
figurent dans la d&omposition de E @ 0. Alors 
r,, > x degf’x). 
XCS 
En particulier, si k est galoisien sur Q totalement reel ou si k est une 
extension galoisienne d’un corps quadratique imaginaire, r,, > C,, , degh), la 
somme &ant itendue i tous les caracteres irreductibles non triviaux de G. 
Dkmonstration. C’est une consequence immediate du Lemme 1 applique 
B B,,(E”’ @ Q) et de l’etude de la representation de G sur E. 
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COROLLAIRE 1. Sous les hypotheses du Theo&me 1, 
rp 2 rif2, 04 r est le rang de E sur Z. 
Demonstration. Si A = Br(E(‘) @ Q) se decompose sous la forme: 
A r @ n, e VX, alors r = s n,deg(x). 
ES ,ws 
On a vu que pour tout x, n,< d,. La minoration rr > Cxss degk) donne 
alors r-r > r’/*. 
On obtient a nouveau aussi le thioreme de Brumer. 
COROLLAIRE 2. Si k est un corps de nombres abelien sur Q ou sur une 
extension quadratique imaginaire, rp = r. 
Demonstration. Toutes les representations de G sont alors de degre 1 et 
les multiplicites nX sont done elles aussi toutes 1 
rp=r= x degk). 
ES 
IV. UN ExEMPLE oti LA CONJECTURE DE LEOPOLDT EST VI?RIFI&E 
TH~OR~ME 2. Soit k un corps de nombres imaginaire galoisien sur Q tel 
que G = Gal(k/Q) = A, le groupe alterne a quatre lettres. Pour tout nombre 
premier p, rp = r. 
Demonstration. Le groupe A, admet trois representations de degri 1, 
x1 = 1, x2, x3, et une representation de degre 3 que l’on notera v. Le groupe 
E est de rang 5 et done la decomposition du caractere # de E Oz Q est 
4 =x2 +xX + w. Les multiplicites sont toutes 1 et le Thloreme 1 donne 
rp> 1 + 1 +3. Done r,=r=5. 
Un tel exemple ne peut etre atteint par le theoreme de Brumer: k ne 
contient aucun corps quadratique (il n’y a pas dans A, de sous-groupe 
normal d’indice 2) et k n’est pas un corps CM. (aucun element de A, d’ordre 
2 n’appartient au centre); en particulier, k n’est ni abelien sur Q, ni une 
extension abelienne d’un corps quadratique imaginaire, ni un corps CM. 
avec un corps reel maximal abtlien. 
Des exemples numeriques peuvent etre trouves grace au theoreme 
d’irreductibilite de Hilbert ([7]). En voici un: 
Soit P(X) = X4 + 18X2 - 8X + 1, et soit k le corps de decomposition de 
P. On verifie aisement que P est irreductible sur Q et que k est imaginaire. 
Soient x, , x2, x3, x4 les racines de P(x) = 0, et posons 
Yl=xlx,+~3x47 y2 =x,x, +x,x4, yj = x2x3 f  x,x4 ; 
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y , , y, , y, sont solutions de 
Q(y) =y3 - 18~’ - 4y + 8 = 0. 
On pose z = (y - 6)/4; z est solution de 
R(z) = z3 - 72 - 7 = 0; 
R est un polynome irreductible dont le discriminant A = 72 est un carrk. 
Cette proprikte entraine que 
Gal(k/Q) rr A 4. 
V. RANG p-ADIQUE DESE)-UNITES 
Soit k, un corps de nombres totalement reel et k un corps C.M. qui est une 
extension galoisienne de k,. On note G le groupe de Galois de k sur k,. On 
appelle groupe des p-unites de k et l’on note E@’ l’ensemble des elements e 
de k qui verifient: ,V u place finie ou infinie de k, v[p, lel,. = 1. Le groupe 
I?@’ est muni naturellement d’une action de G. Soit p le rang sur Z de E@‘. 
Gross d&it un plongement de E (p’ dans un espace p-adique de reprksen- 
tation ([6,8]) et il conjecture que le rang p-adique p, de l’image de E@’ dans 
ce plongement est egal a p. Pour dlmontrer cette conjecture, il suffrt de la 
verifier dans le cas oi k est galoisien sur Q, ce que nous supposerons dans la 
suite ([4]). 
On note 9 un id&al premier fix& au-dessus de p, D le groupe de decom- 
position de 9, c la conjugaison complexe de k, (1, c) D le groupe engendre 
par c et D (on suppose que c f$ D, le cas 03 c est klement de D &ant trivial). 
On d&it l’espace vectoriel Y sur Q de la faGon suivante: 
Y= @ Q(‘p”-9’“). 
ooG/( 1 ,clD 
En tant que representation de G, 
y= Ind,Gtl,) - lnd~~,c,&.rd 
On note 
Y,’ Y@ c,. 
Q 
Soit log, le logarithme p-adique sur C, normalisk par log,(p) = 0. Si c11 est 
un iddal premier de k au-dessus de p, on note k, le cornpI& en c2 de k et N, 
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la norme de k, sur Q,. On definit un morphisme @ de E@’ dans Y et un 
morphisme QP de E@’ dans YP: 
On montre facilement: 
LEMME 3. # se prolonge en un G-isomorphisme de E@’ @ Q sur Y. 
LEMME 4. @, se prolonge en un G-morphisme injectif de E@’ @ Q dans 
Y 
P’ 
A partir de li on peut dltinir 
p = rg,E(P’ = IGI l{Lcl~l et pp = dimcP Gp(E@)). 
Gross conjecture que pp = p ([6]). 
On a clairement l’inegalitt pP < p. 
Le Lemme 1 va nous permettre de donner une minoration de pp. 
L’equivalent du Lemme 2 dans cette situation est I’enonce suivant, qui est 
une consequence du theortme de Brumer ([4]). 
LEMME 5. Qp $&end en un G-homomorphisme injectif E@’ 0 G dans 
Y 
P’ 
Appliquons 1 present le Lemme 1. Soit S l’ensemble des caracteres des 
representations irreductibles de G qui tigurent darts la decomposition 
ECp’ @ Q et pour chaque x dans S, n, sa multiplicite dans E@” @ 0. De la 
formule de riciprocite de Frobenius, on diduit que n, < d,. On obtient: 
THI~OR~ME 3. pp > J&s desk) et pP > &. 
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